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ENCORE DES DENSITES ET/OU FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

EXERCICE 1 EML 2023 Exercice 3.
L’objet de cet exercice est d’introduire la fonction d’entropie qui mesure 'incertitude sur la valeur prise par
une variable aléatoire donnée.

Notation

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non nul et [1,n] désigne I'ensemble des entiers compris
entre 1 et n :

[I,n] ={keN|1<k<n}.

Les parties II et III sont indépendantes mais utilisent les résultats de la partie I.

Partie I - Préliminaires.
xIn(x) si x>0

0 siz=0

a. Démontrer que la fonction h est continue sur R.

1. Soit h: Ry — R définie par h(z) = {

b. La fonction h est-elle dérivable en 0.
c. Déterminer les antécédents par h de 0.
2. Pour tout z € [0, 1], on pose g(z) = —h(x) — h(1 — ). Dresser le tableau de variations de la fonction
g.
Partie II - Des variables discrétes.
Si X est une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, A,P), Uentropie de X est, sous

réserve d’eristence :
HX)=—= > h(P(X=2a]).
zeX ()
En particulier, lorsque X est a valeurs dans un ensemble fini {p1,--- ,pn} C R, Uentropie de X existe et
vaut

H(X) = =3 hir)

ou, pour tout i € [1,n], p; =P ([X = pi]).
3. Dans cette question U est une variable alaatoire qui suit la loi uniforme discréte sur [1,n]. Déterminer
H(U).
4. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[. Démontrer que
H(X) <1In(2) avec égalité si et seulement si p = % On pourra utiliser la question 2.

5. Soit X7 et X9 deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Bernoulli de paranétres
respectifs p; et po, définies sur le méme espace probabilisé. Soit Z la variable aléatoire telle que

e Z(Q)=1{0,1},
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e L’événement [Z = 1] est réalisé si et seulement si I'événement "X + X est impair" est réalisé.
On définit le réel p par P ([Z = 1]).
a. Quelles sont les valeurs prises par X1 + Xo 7
b. Démontrer que p = pi(1 — p2) + p2(1 — p1).
c. Veérifier que 1 —2p = (1 — 2p1)(1 — 2po9).
6. Soit p €]0,1[ et (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellememt indépendantes de méme loi
de Bernoulli de paramétre p.

n
Pour tout n € N*, on pose S,, = Y X} et on considére la variable Z, telle que
k=1

o Zy(22) ={0,1},

e L’événement [Z, = 1] est réalisé si et seulement si I’événement "S,, est impair" est réalisé.
a. Soit n € N*. Quelle est la loi de la variable S, 7
b. Démontrer que pour tout n € N*, ona 1 —2P ([Z, =1]) = (1 — 2p)™.

On pourra raisonner par récurrence.

c. Démontrer que H(Z,) < In(2). Dans quel(s) cas a-t-on égalité ?

Partie IIT - Des variables a densités.
Si X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q2, A, P), de densité f, on dit que X admet une

—+00
entropie lorsque l’intégrale impropre / ho f(t)dt converge absolument. L’entropie de X est alors :
—00
+o0o
H(X):—/ ho f(t)dt.
—00

7. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a, b] ot a et b sont des réels tels que a < b.

a. Démontrer que U admet une entropie.
b. Déterminer H(U).

8. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A > 0, de densité f.
+oo
a. Justifier de la convergence de l'intégrale impropre / tf(t)dt et déterminer sa valeur.
0

b. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) =1 — In(\).

9. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale A'(m,c?) ot m € R et ¢ > 0. On note ¢ la
densité usuelle de la variable aléatoire X.

+o0o
a. Donner 'espérance et la variance de X. En déduire la valeur de l'intégrale impropre / t2d>(t)dt.
—00
p . _ 1+In(270?)
b. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) = ~——5—~.

ExXErRcICE 2 EDHEC 2021 Exercice 1.

Soit la fonction de R x R dans R définie par
Y(z,y) € R xR, f(z.y) = 2° + 9> — 3zy.

Partie 1.

1. Justifier que f est une fonction de classe C? sur R2.

2. a. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
b. Déterminer les points critiques de f.



TD17

3. a. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

b. Vérifier que f ne présente un extremum local qu’en un seul de ses points critiques et préciser sa
nature et sa valeur.

4. Cet extremum est-il global.
Partie 2.
On note g la fonction de R dans R définie par

Ve € R, g(z) = f(x,1).

5. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, I’équation g(x) = n, d’inconnue x
posséde une unique solution que ’on notera u,.

6. On note h la restriction de g a [1, +o0].

a. Dresser le tableau de variations de h~1.

b. Calculer lim wu,.
n—-+o0o

c. En déduire en revenant a la définition de u,, le réel o pour lequel on a u,

~  n*
n—-+o0o

EXERCICE 3 D’aprées ECRICOME 2007.
On consideére, sur 'ouvert R x R* , la fonction g définie par

o) = (345 ) A+a)i o)

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de g sur R} x R,

2. Montrer que g admet un extremum local sur R%} x R* dont on précisera la nature et la valeur.
3. On considére la fonction f définie sur R’ par

a. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a f(t) > 1.
b. Vérifier que

g(e.y) =1+ f(2) + f(y) + f (;) |

c. En déduire que I'extremum local est un extremum global de g sur R%} x R*.

EXERCICE 4 D’aprées EML 2011.
On considére les fonctions f et F' définies par
fi10,400[ — R t F: 10,400 — Rx
x — (z+In(x)ert ¢ x — / f(t)dt
1
1. Etudier f.

2. Montrer que F est de classe C? sur ]0, +o00o] et, pour tout = €]0, +o00[, exprimer F'(x) & 'aide de f(x)
On considére I'application de classe C?

G: 10,+00> — R
(y) = F@)+Fy)-27"
3. Pour tout (z,y) €]0,+oo[?, exprimer les dérivées partielles premiéres 9, G (z,y) et dG(x,y) a laide

de f(x), f(y) et e



4.
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a. Montrer que f est bijective.
b. Etablir que, pour tout (z,y) €]0, +oo[?, (x,%) est un point critique de G si et seulement si

r=y et z+In(zr)=e.

Montrer que I’équation x + In(z) = e d’inconnue x €]0,4o00[ admet une unique solution, que l'on
notera o et montrer que 1 < o < e.

. En déduire que G admet comme unique point critique le point (o, a) et montrer que la matrice

hessienne au point (a, ) s’écrit

e _ e
2 2

H=V(G)(a,a) = (f (o) ~

5 f’(@*%
ou M = <1 1)

a. Soit A € Sp(M) et X un vecteur propre de M associé a A\. Montrer que

HX = (f’(a) - B;)\) X

)= ram -G

et en déduire que
Sp(H) = {f'(a), f'(e) — €}
b. Montrer que f/(a) > e®.
c. En déduire que G admet un extremum local et préciser sa nature.

EXERCICE 5 D’aprés EDHEC 2005.
Soit f la fonction définie sur R? par

1.
2.

¥(z,y) €R?, f(,y) = 2e"W D,
Justifier que f est de classe C2 sur R2.

a. Déterminer les dérivées partielles premiéres de f.

b. En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est
A= (-1,0).

Déterminer les dérivées partielles secondes de f.

Montrer qu’effectivement f présente un extremum local en A. En préciser la nature et la valeur.

Montrer que pour tout (z,y) € R?, f(x,y) > ze®.

o TP

En étudiant la fonction g définie sur R par g(z) = xe®, conclure que l'extremum trouvé a la
question 2.b est un extremum global de f sur R2.



